Kok Iki Var Miyd1? Olacak Mi1?

Georg Ferdinand Ludwig Phillip Cantor kiime kurami uizerine ilk makalesini 1874 te
yayinlamis ve bir arkadasina gonderdigi mektupta “onu goriyorum, ama ona inanmiyorum,”
diye yazmis. Ne yasadigini, ne soyledigini bilmez durumda diistinler diinyasinda kaybolmus
bu keskin zeka, aslinda, ona inandigini, ama goremedigini fark edememis: Neydi gordigini

sandigi1?

Tum cift sayilarn, yani {2,4,6,8,...} kuimesindeki sayilarin adedi, tum sayma sayilarin, yani
{1,2,3,4,...} kimesindeki sayilarin adedine esit oldugu. Daha 6nce “gormemis” olanlar
“baksin”: Ardisik ¢ift sayilarin dizisini dusunelim ve her c¢ift sayiy1 —ikiyi 1. ¢ift say1, dordu
2. cift sayi, altiy1 3. ¢ift say1 vs. olacak bicimde— siradaki yeriyle adlandiralim. Her sayma
sayinin bir ¢ifti olduguna gore, ne kadar sayma say1 varsa o kadar ¢ift say1 vardir. Gordiiniiz
mu? Ancak herhangi bir ¢ift sayiya kadar olan sayma sayilarin adedi o ¢ift sayiya kadar olan
cift sayilarin adedinin iki katidir. Bu iki i¢in gegerlidir ve ikiden buyuk bir cift say1 i¢in
gecerliyse ondan sonra gelen cift say1 i¢in de gecerlidir. Dolayisiyla, sayma sayilarin adedi,
cift sayilarin adedinin iki katidir. Cift sayilarin adedine esit olan ayni zamanda da onun iki

katidir: Goremediniz mi?

I.0. 540 yih civarinda dogan, giiney italya’da bir kent olan Elea’da yonetim ve yasama
isleriyle ugrasan Parmenides ve tahminen 1.0. 490-430 aras1 yasayan ogrencisi Zenon'un
yaptig1 hataya diiser Cantor ve onun takipgisi, iiniversitede hakim, 6nde gelen yirminci
yuzyil matematikgileri: Verili mantik kurallan icinde ¢eliskiye yol agmadan
degerlendirilemeyecek bir yasantiyla karsilastiklarinda, mantigin yetersiz oldugu sonucuna
varmaktansa, mantiken ayni argumantasyonun birbiriyle celiski icindeki birden ¢ok
sonucundan birini secip digerleri i¢in geliskiyi gostererek ya da sadece varsayimla eleyerek,

yasanani yanilsama, bir hayal kabul edip, s6z konusu durumu gormezlikten gelme.

Parmenides, mantiken, yalnizca 1’in olabilecegini gostermistir. “Olabilece@ini” derken
kullanilan Turkce “olmak” iki anlamlidir ve genellikle tiimce iginde sakli kullanilir. Diger

anlama da gelme olasiligini eleyip, bir anlamini agik ve vurgulu bigimde ifade etmek hemen
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hemen imkansizdir. Nedir bu iki anlam:

(i) Dosya kirmizidir.

(ii) Dosya kirmizilasiyor.

Olmanin sakli kullanildig1 her iki timcede de “ dosyanin kirmizi olmas1” ifade edilmektedir.

Bu ayrimi vurgulamak icin “olma” ve “olusma” kullanilabilir:

(i) Dosya kirmizi oluyor.

(ii) Dosya kirmizi olusuyor.

Parmenides, olmanin ¢eliski tasimadigini, olusmaninsa gelisik oldugunu saptar ve tutarlinin,
yani olmanin, dogru oldugu, olusmayla ilgili olanin dogru degil san1 oldugu sonucuna varir.
Olma dusuntulendir, olusmaysa yasanan (gozlenen, duyumsanan). Parmenides dusunulene
dogruluk degeri verirken, yasanani bir yanilsama oldugu igin gérmezlikten gelinmesi
gereken olarak degerlendirir. Cokluk celiski icerdiginden, olan tektir, 1’dir. “Aklin yolu
1’dir,” denir a, belki de “akilda her sey 1'dir” diye genellestirilmelidir. Parmenides
olusmanin, yasananin, ¢oklugun tutarh (mantikli, ussal) bigimde kavranmasinin
imkansizliginin sonucu olarak, bunlarla ilgili olanin sani (doxa) kabul edilmesi gerektigi

saviyla, olmanin, diistinilenin, tekligin dogru kabul edilmesi gerektigini ileri siirer.

Eleal1 Zenon suirekliligi mantiki, yani rasyonel olarak kavramaya galisanin kaginilmaz olarak
hataya disecegini orneklerle gosterir. Gosterdigi, ornegin, zaman strekliyse mantiken
zamanin olamadigi ya da mekan stirekliyse mantiken mekanin olamadigidir. Zamanin
giderek kuculen parcalara bolunusunu ve sonunda —sonsuz her ne anlama geliyorsa—
sonsuz kere boliinme islemi yapildiginda zamanda bir ana, yani uzunlugu olmayan bir zaman
dilimine ulasildigin diistinelim. Hal bu olunca, suikast¢inin attigi kursun hedefine varincaya
degin her an havadaki yolu tizerinde bir noktada bulunacaktir. Ancak kursun s6z konusu
olan anlarin her birinde bir yerlerde duruyorsa, mantiken hep duruyordur, hareket
olmamistir. Ya da, sokakta dalgin dalgin, agir bigcimde yurtayen bir arkadasinizi gérdiintz,

hizla yanina varip selamlasmak istiyorsunuz, ama onu yakalamaniz mantiken mumkun
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degildir. Su anda bulundugu noktaya geldiginizde biraz ileride bir noktada olacak ki oraya
varmaniz i¢in gecen surede arkadasiniz bir baska noktaya gitmis olacaktir ki... Bunun boyle
“sonsuz”a kadar siirmesi, dolayisiyla arkadasinizi yakalayamamaniz gerekir. Mekani da
zaman gibi gittikge klclilen pargalara ayirip, “sonsuz”da, noktaya, uzunlugu, genisligi,
yiiksekligi, alani1 ve hacmi olmayan mekan kesitine ulasildigini diistinelim. Bu durumda,
noktalarin bir araya gelmesinden olusan mekan da —onu olusturan noktalarin hi¢ birinin
hacmi bulunmadigina gore— mantiken hacimsiz olacaktir. Eleal1 Zenon da onciist
Parmenides gibi mantigin yetersiz oldugu sonucuna varacagina, mantiken kavranmasi

imkansiz olan seylerin gerceklestigi yasami bir yanilsama olarak, mantiken, “kavradi”.

Mantigin yetersizliginin yadsinamaz bicimde ortaya ¢iktigi durumlarda, ya saklama ya da
gormezlikten gelme ortaya ¢ikiyor. Iki sayisinin karekokii tam sayilardan oransal olarak
bulunamamaktadir; yani birinin digerine orani iki sayisinin karekoktne esit olan iki tam say1
bulunmamaktadir. Ornegin iki tane 1 metrelik ip parcasini, bir uglan birbirine bitisik ve
aralarindaki aci dik olacak bicimde gerelim. Ugiincii bir ipi uclan, gerildiginde, diger iki ipin
acikta kalan ucglarina gelecek bigimde keselim. Bu ipin uzunlugunu nasil élgeriz? Once bir
metreden uzunsa ilk bir metrelik kisminin yanina bir metrelik bir ip koyarak olceriz. Sonra
kalan kisim bir metreden uzunsa ikinci, igincu vs.inci metreleri i¢in ayni seyi yapariz, ki
buna gerek kalmaz: Biri bir metrelik, digeri 1 metreden kisa olmak tizere iki kisim
bulunmaktadir. Kalani olgmek i¢cin 1 metreyi esit uzunlukta parcalara ayirip, bunlarla
karsilastirmak gerekir. 2, 3, 4 ya da ne kadar istiyorsak o kadar pargaya ayirabiliriz, sonug
degismez, ama yerlesik olan gelenege gore on esit pargaya ayirip her birine desimetre
diyebiliriz. Bunu yaptigimizda, ipin 1 metre 4 desimetreden uzun, 1 metre 5 desimetreden
kisa oldugunu goririiz. Bu durumda desimetreyi esit parcalara ayirip ayni islemi
tekrarlamak ve boylece devam etmek gerekir: Ip 1 metre 4 desimetre 1 santimetre 4
milimetreden uzun, ancak 1 metre 4 desimetre 1 santimetre 5 milimetreden kisadir. Ne

denli ayrintiya inilirse inilsin tam uzunluk bulunamaz.

Ayni sey 0.3333... sayis1 (kuisuratta her hanesi ii¢ olan say1) icinde gecgerlidir. Ancak ikinin

kare koku i¢in durum farkliymis gibi sunulabilir; ¢cunku 0.3333... sayisi hep ona bolerek

drosmansari.website



Kok Iki Var Miyd1? Olacak Mi1?

olciim yaptigimizdan boyle bir sonug veriyor gibidir ve eger dogrudan ipi ii¢ esit pargaya
bolersek kusuratta ne kadar ayrintiya inilirse inilsin her hanesi u¢ olan benzer bir sonug
elde edilebilir. Ancak ikinin kare koku i¢cinde hangi asamada hangi sayida parca alirsaniz
alin sorun ¢ozulmuyor. Yani bir metrelikleri ve bir metrenin herhangi bir sayidaki esit
parcalarini kullanarak ikinin kare kokil bulunamiyor. “Iyi de ne olacak bundan?” diye
sorulabilir. Olacagi miuhendis yapinin planini ¢izerken yalnizca rasyonel sayilarla hesap
yapar. Ipe gelince, inceldigi yerden kopar. Gayris: ustalarin, iscilerin ellerinin ayarina
baghdir: Hig bir yapi rasyonel degildir. Ama daha da 6nemlisi hi¢ bir plan rasyonel degildir:
Gergek plana mantiksal, oransal olarak ifade edilenlerle, tasarlananlarla yakinsanabilecegi

dusunulur.

Ikiz kenarlar: 1 metreye esit, ikiz kenar dikiiggenin tabaninin ikinin kare kokii ya da kisaca
V2 (kok iki) oldugunu nasil biliyoruz? Pitagoras’in adiyla da anilan bir kurama gore, dik
ticgenin hipoteniistiniin karesi, diger iki kenarinin karelerinin toplamina esittir. Birin karesi
bir olduguna gore 1°+1°=2; yani tabanin uzunlugunun karesi ikiye esit olmali. Kuram
Pitagoras ve muridleri tarafindan bilinmektedir. Kenar uzunluklarn sirasiyla 3, 4, 5 olan
ucgeni, onda ilahi bir seyler bulup, allayip pullamalarina karsin dusunulebilecek en basit
dikiicgenlerden biri olan iki kenar1 1 olan dikiicgen, rasyonel olarak kavranamayan sonug
verdiginde saklanmistir. Rasyonel olarak kavranmasi mimkiin olmayan, aleni geliski ortiik

bicimde yoksayilmigstir.

Her sayi sistemi icin referans alinacak bir seyler olmalidir. Dogal sayilar i¢in bu fasulyeler
olabilir: Hi¢ fasulye olmamasi durumuna sifir; fasulye olmasi durumuna 1; fasulye ve fasulye
olmasi durumuna 2; fasulye, fasulye ve fasulye olmasi durumuna 3; ve saire. Sinema
gisesinin oniinde siraya girmis kisileri bu referansi kullanarak sayabiliriz. Ya da dilini
bilmedigimiz birine 4 dememiz gerektiginde, dort parmagimizi gosteririz. Artik
alistigimizdan ilkokulda her seferinde fasulyelere ya da parmaklarimiza yaptigimiz referansi
acik acik yapmayiz. Ancak 8’e 7 eklerken, zihni yorgun olan biri nasil parmaklarini sayarsa,
rakamlari kullandigimizda, her seferinde, zimni olarak bir referans sistemi kullaniriz. Bazi

yerlerde fasulye bulunmayabilir ya da islem yapmak i¢in parmaklar yeterli olmayabilir.
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Matematikciler bunun icin hicten baslayan, her an yeniden kurulabilecek bir referans
sistemi gelistirmistir. Hi¢ bir sey yoksa bir bos kume dusunulebilir: {} . Buna 1 diyelim.
Eger 1, yani bos kiime diistiniilebiliyorsa, bunu kapsayan baska bir kiime {1}={{}} daha
dusunulebilir ve buna 2 denebilir; benzer bicimde 3={2}={{1}}={{{}}} vs. diye tum tam

sayilar i¢in disunulen bir referans sistemi kurabiliriz.

Pargalar, paylar iki tam sayinin birinin digerine oranlanmasi yoluyla sayilabilir olur. Ornegin
yarim ekmek bir ekmegi ikiye bolmekle ya da iki ekmegi dort esit parcaya ayirmakla elde
edilir. Bir sayiya bolmek o say1 kadar esit parcaya ayirmak olarak tanimlandiginda, bire
bolmek, bir parca olarak tutmak anlamina gelir ki bu da bire bolinen, bolinmeden once
neyse o kalir anlamina gelir, yani tam sayilar da bu ¢ercevede paylar, parcalar, oranlar
olarak yorumlanabilir. Bir orana karsilik gelen sayilar rasyoneldir (oransaldir, ¢eliskiye yol

acmadan kavranabilir). Peki, reel sayilar nereden c¢ikiyor?

Sifir ve “negatif sayilar” adet olgmeye yarayan sayilar degildir. Sifir rasyonel bir say1
olmadig1 hélde, rasyonel oldugu varsayilan bir sayidir. Ornegin sifirin kendisi (yani bire
bolumi) ile yarisi (yani ikiye bolunmesi) birbirine esit kabul edilir ki bu mantiken mumkiin
degildir: Ya sifir parcalanmis ve ikiye ayrilmistir, ki durum buysa sifir kendinden (0+1)
kiigige (0+2) esit olur, yani bu mantiga aykiridir; ya da sifir parcalanamamistir, ki bu
durumda sifirin yarisindan (0+2) s0z edemeyiz, yani bu mantiken kavranamaz. Negatif
sayilara gelince, aslinda bu durumda sayilardan degil, elemanlarindan biri ikili degerli,
digeri sayma (ya da pozitif rasyonel) say:1 degerli iki elemanl vektorlerden bahsederiz.
Bunlar tzerinde yapilan islemler, yani mantiki ¢ikarimlar, sayilarla ilgili kurallara degil
vektorlerle ilgili kurallara gore yapilmalidir; ki bu durumda negatif sayinin kokunun

“anlam”1 yok olur, ya da en azindan degisir.

Parmenides’in de kavradig: tizere 1 vardir. Bir “den/dan sonraki” islemi tanimlanarak,
sayma sayilara varilabilir. Bu islemin isaretini “T” olarak gosterirsek, 1 T =2’dir: Bir"den
sonraki” ikidir. Benzer bicimde 2 1=3; 31 =4; ve saire. “1” isleminin tersi “1”, yani “den/dan

onceki”dir. Ancak “1” islemi uygulandiginda sayma sayilar kiimesinde karsiligi bulunmayan
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bir ¢oziime varilir: 11 =0 ve 0 sayma sayilar kiimesinde degildir. Sayma sayilar kiimesinin
sifir eklenerek genisletilmesiyle elde edilen kiimeye, hatali olarak “dogal sayilar kimesi”

denmistir.

“1” isleminin yinelenmesi yeni bir islemle, “+”, yani toplama islemiyle 6zetlenebilir. Ornegin
511 1=5+3=8. iki dogal sayinin toplami yine dogal sayiya varir. Ancak toplama isleminin
tersi igin ayn1 sey soylenemez: Ornegin, 3-5 isleminin sonucu dogal sayilar kiimesinde
yoktur. Dogal sayilar kiimesinin bu tiir negatif sonuclar: da kapsayacak bigcimde

genisletilmesi, tam sayilar kimesine varr: {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

" n
.

“+” isleminin yinelenmesi yeni bir islemle, “”, yani carpma islemiyle 6zetlenebilir. Ornegin,
5+5+5=3-5=15. Iki tam saymnin ¢arpimi yine tam say1 verir. Ancak carpma isleminin tersi
icin ayn1 sey soylenemez: Ornegin, 5+3 isleminin sonucu tam sayilar kiimesinde yoktur. Tam
sayllar kumesinin bu tur oransal sonuclar1 da kapsayacak bicimde genisletilmesi, rasyonel

sayllar kimesine varir.

Deginildigi iizere, rasyonel sayilar kiimesiyle ilgili, acikca ortada dururken, ¢ekinmeden
gormezlikten getirilmeye, gnostik kurallastirmalarla ¢oziildigtine iman ettirilmeye ¢alisilan
iki sorun bulunmaktadir. ilki rasyonel say1 olmayan sifirin rasyonel bir say1 kabul edilmesi;
ikincisi, negatif sayilarin isin icine girmesiyle bir vektor haline gelen rasyonel sayilarla

yapilan islemlerin vektor islemleri degil de skalar islemler kabul edilmesidir.

5111 ve311111 ayn sonuca sekize varmakla birlikte ayni degildir. Ornegin, sekiz kisiyle
oynanan bir oyun i¢in bes kisinin u¢ kisi daha bulmasiyla, u¢ kisinin bes kisi daha bulmas;,
benzer sonuca varsa da ayni degildir. Dolayisiyla 5+3 ve 3+5 ayni sonucu vermekle birlikte
bunun disinda simetrik degildir. Ug tane beslikle bes tane iicliik, ayn: sonucu, yani bir tane
onbesligi vermekle birlikte ayni degildirler. Sifir bir kenara birakilip negatif sayilar isin icine
sokuldugunda, bu islemin ne anlama geldigi ve sonucun ne oldugu belirsizlesmektedir. “Eksi
ticlik” ne demektir? “Ucliik”{in bir yerde gruplasmis ii¢ elmaya karsilik geldigini diisiinelim:

“Eksi” salt bir olumsuzlamaysa, “eksi u¢luk” o yerde u¢ elma olmama durumu mudur?
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“Eksi”ye baglama gore anlamlar verilir. Doguya giderken “eksi i¢”, bat1 yoniinde ti¢ adim,
kar so6z konusuyken “eksi li¢” ii¢ paralik zarar olarak yorumlanir. “Eksi” salt bir
olumsuzlama degil; eksiden artiya, artidan eksiye gecisin bir siireklilik olarak algilanmasini
saglayacak bigimde saklanan bir nitelik degisimine yorulur. Bu durum, ¢ocuksuluk
cagristiracak bicimde “elmalar ve armutlar toplanmaz,” olarak dile gelen ilkenin ihlaline

gebedir.

Isler, “eksi li¢ kere”de daha da karisir. “Uc kere” bir seyin ii¢ kere yinelenmesine karsilik
gelir. O halde, “eksi” salt olumsuzlamaysa, “eksi ii¢ kere” s6z konusu seyin ii¢ kere
yinelenmemesi midir? “Eksi ¢ kere” “beslik” ne anlama gelmektedir? Nasil olur da bu “ug¢

n oo

kere” “eksi beslik”le ayni olur? Hele “eksi u¢ kere” “eksi beslik” ne demektir? Ve nasil olur
da “u¢ kere” “beslik”le ayn1 sonucu vermektedir? Burada rasyonel ya da gozleme/yasantiya
bagh yanitlar bulamayiz. Pozitif rasyonel sayilar i¢in s6z konusu olan, neticeye
yogunlasilarak dayatilan simetriyi bir bigimde taklit eden bir sonucu temellendiren
varsaylimlara sanki-ilahi yasalarmis gibi gnostik bicimde iman edilmesi beklenir. Ne usla
kanitlanabilen, ne yasantiyla sinanabilen bu “gercekler”, matematik¢inin, durumu bir yere
kadar, bir siire idare etmesini saglasa da, ornegin, negatif sayinin kokiinde kendini tim

acikhigiyla disa vurur.

“Durumu bir bicimde idare edebiliyorsak, gnostik bicimde dusunceye yerlesenle yasamakta
ne sakinca olabilir?” diye distintlebilir. Birin iki oldugunu kanitlayan tinlt sanki-kaniti

yeniden yazarsak:

a=b; iki tarafi da a ile carpalim:

a’=ab; iki taraftan da b* ¢ikaralim:

a’-b’=ab-b*; (a>~-b*)=(a+b)(a-b) ve ab-b*=b(a-b) olduguna gore:

(a+b)(a-b)=b(a-b); iki tarafi da (a-b) ile bolelim:
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(a+b)=b; a=b olduguna gore:
2b=Db; iki tarafi da b’ye bolelim:
2=1.

Bu paradoksal sonucun nedeni iyi bilinir: Sifir rasyonel degildir, hi¢bir say1 sifira
oranlanamaz. Eksi sayilarla bu tur bircok islem yapilir ve islemler gnostik bicimde
kabullenilmis yasalara dayanmaktadir. Dolayisiyla, eksi sayilarla ilgili islemleri ne
yaptigimizi “bilmeden” yapariz. “Bilmeden” ile kasit “usa dayanmadan ve gozlemle

onaylamadan yargilara vararak”tir.

Rasyonel sayilarla ilgili sorunlar1 gormezlikten gelip, ornek vermek gerektiginde sorunsuz
kismindan ornekler secerek devam edersek: “-” isleminin yinelenmesi “ussu” islemiyle
ozetlenebilir. Ornegin, 5-5-5=5°=125. Bir rasyonel sayinin sayma say1 iissil yine rasyonel
saylya varir. Ancak iissii isleminin tersi icin aymi sey soylenemez. Ornegin, V2 rasyonel
sayllar kimesinde yoktur. Rasyonel sayilar kimesinin bu tir oranla ifade edilemeyen
sonuclar da kapsayacak bi¢cimde genisletilmesi, hatali olarak tum gercek sayilardan

olustugu dustiniilen “reel sayilar kiimesi”ne varir.

“1” isleminin tersi yani “1” islemi sayma sayilar kuimesinde olmayan sonugclar da verir. “1”

o n

isleminin yinelenmesi “+” islemidir. “+” isleminin tersi yani “-” islemi dogal sayilar

“w n o n
. .

kumesinde olmayan sonugclar da verir. “+” isleminin yinelenmesi “-” islemidir. “-” isleminin

“n n

tersi yani “+” islemi tam sayilar kimesinde olmayan sonuglar verir.

“.” isleminin
yinelenmesi iissii islemidir. Ussii isleminin tersi yani “kok” islemi rasyonel sayilar kiimesinde
olmayan sonuglar verir. Imdi, iissii isleminin yinelenmesini diisiinelim. Bu iissil isleminin
yinelenmesi olan islemin tersinin “reel sayilar kime”sinde bulunmayan sonuclar

vermeyecegini biliyor muyuz? “Evet,” desek bile bu bilgi olsa olsa gnosistir. Reel sayilar,

A\ Unbalanced Egn

gozlemlerimiz, rasyonel tasarimlarla uyusmadiginda fark edilir. Ornegin,

olmalidir, ancak rasyonel olarak kavranamaz.
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“1” isleminin tersi yani “1” islemi sayma sayilar kimesinde olmayan sonugclar da verir. “1”

o n

isleminin yinelenmesi “+” islemidir. “+” isleminin tersi yani “-” islemi dogal sayilar

" n " n
. .

kiimesinde olmayan sonugclar da verir. “+” isleminin yinelenmesi “-” islemidir. isleminin

“" n

tersi yani “+” islemi tam sayilar kimesinde olmayan sonugclar verir.

“” isleminin
yinelenmesi tissii islemidir. Ussii isleminin tersi yani “kok” islemi rasyonel sayilar kiimesinde
olmayan sonuclar verir. Imdji, iissii isleminin yinelenmesini diisiinelim. Bu iissil isleminin
yinelenmesi olan islemin tersinin “reel sayilar kiime”sinde bulunmayan sonuglar

vermeyecegini biliyor muyuz? “Evet,” desek bile bu bilgi olsa olsa gnosistir. Reel sayilar,

A\ Unbalanced Eqgn

gozlemlerimiz, rasyonel tasarimlarla uyusmadiginda fark edilir. Ornegin,

olmaldir, ancak rasyonel olarak kavranamaz.

Matematiksel cozimlemede, sayma sayilar i¢in “hic bir sey yoksa, bos kime vardir,” ile
baslayip kurgulanan referans sisteminin bir uzantisinda, “reel sayilar” i¢in de bir referans
sistemi gelistirilir. Bunun i¢in rasyonel sayilar kiimesinde kesimler olusturulur. Ornegin, A,
1’den kucuk tum rasyonel sayilarin kuimesi, B, 1’den buyuk tum rasyonel sayilarin kiimesi
olsun. Bu durumda rasyonel sayilar kumesi kesilip ikiye ayrilmistir ve 1 kesim noktasidir. Bu
kesim 1’in referansi olur. Benzer bicimde, karesi ikiden kuicuk olan tum rasyonel sayilarin

kiimesine A, ve karesi ikiden buyiik olan tum rasyonel sayilarin kimesine B,, denirse, bu da

A\ Unbalanced Egn

rasyonel sayilar kimesinin bir kesimi olur. Yalniz kesim noktasi, , rasyonel
sayilar kiimesinde degildir. A, ve B,’in birlestirilmesiyle rasyonel sayilar kiimesi olusmaz, bu
kumeden 1 eksiktir. Ancak, A,, ve B,,'in birlesmesi rasyonel sayilar kimesine varir. Rasyonel
sayilar kimesinin A, ve B, olarak kesimi v2'nin referansi olur. “Reel sayilar kimesi”

rasyonel sayilar kimesinin “A; ve B, olarak kesim”=1 ve A, ve B, olarak kesim”=

A\ Unbalanced Eqn

bicimindeki kesimlerinin tiimu referans olarak kullanilmasi yoluyla kurulur.

Boylece, “reel sayilar” rasyonel olarak kavranmis gibi olur. Halbuki, bu sonug A, ve B,,'nin

arasinda yalnizca bir tane reel say1 oldugu gnosisine dayanmaktadir.

Aslinda, A, ve B, arasinda tek rasyonel say1 oldugu dogru olmakla birlikte, A, ve B, arasinda

tek reel say1 olmasi ve bununda 1’e esit olmasi da gnosistir. 0.333... 1’in 3’e bolumiune esit
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midir? Evet, 1+3 0.333... gibi bir sonug verir. Ancak, 1+3=0.333... olamaz da, ¢iinku
0.333..."u 3 ile ¢arparsak 0.999... olur ki bu acikca 1.000...’dan, yani 1’den, her hanesi
itibariyle farklidir. 1+3 varabildigimiz tim ayrintisina kadar kiisurat hanelerinde 3 ihtiva
etmelidir, ancak hi¢ ulasamayacagimiz bir yerlerde bundan farkli bir sonu¢ igermelidir,
hatta bu sonug sifirla dokuz arasindaki rakamlarin disinda bir seyleri de igerebilir. Diger bir
deyisle, 1+3’un ondalik sistemde rasyonel bir ifadesi olmamakla birlikte birbirinden farkl

birden ¢ok 0.333..."ten s0z edilebilir, ki bu 0.333..."iin de rasyonel olmadigini gosterir.

Tim bu yazilanlardan sonra, “iyi giizel de, insan bu matematigi kullanarak uzaya gitmedi mi,
goruntu ve sesleri kitalar arasinda neredeyse aninda denebilecek kadar kisa bir surede
aktarmay1 basarmadi m1?” diye sorulabilir. Bu sorunun yanit1 “hayir, bunlar bu matematikle
yapimadi”dir. Insan ve bilgisayarlar, ancak ve ancak rasyonel sayilarla hesap yapabilir. S6z
konusu tum islemler reel analize gereksinim duymadan, rasyonel sayilar ve fonksiyonlarla
gerceklestirildi. Sifir ve eksi sayilarda takildigi yerde, kimi kendini genellemeler olarak
gosterse bile, hep duruma o0zgu olan, yasananla/gozlenenle uyumlu ¢ozumler gelistirildi.
Bilgisayar programciligi yapanlar bilir; sik sik “Division by zero” ve “Floating overflow”
hatalarinin yakalanip, duruma 6zgii ¢oziimlerin gelistirilmesi zorunlulugu ortaya ¢ikar: Bu
hatalarin kendiliginden bilgisayar tarafindan ¢ozillmesi miimkiin degildir. Sorulmasi
gereken ve yaniti bu yazinin kapsaminin otesinde bulunan soru sudur: Cok az insanin
egitimini aldig1 ve “anladig1”, pratik uygulamada hic bir kullanimi1 bulunmayan, bir ytizyil
boyunca en zekilerinden olan beyinleri mesgul eden, “reel sayilar” dusunu ve onunla ilgili

karmasik kuramlar ne demeye olusmustur?

Cantor ve izleyicisi matematikgilerin hulyasi, bilerek ya da bilmeden, mutlak bir gorelilik
bulmak, usda usun sinirlarindan kurtulmaktir. Yaptiklarinin usa aykiriligi, ta en bastan,
hocasi Kronecker tarafindan saptanmisti. Zamanindaki matematikgiler tarafindan kabul
gormemis ve elestirilmisti. Buna karsin, 1904’te the Royal Society of London tarafindan
odullendirilmis ve the London Mathematical Society’'ye alinmis ve yanilsamalarinin hakim
disiince haline gelmesinin yolu agilmistir. 1918’de (onaylandigindan degil olmamis olmasi

arzulanarak ifade ediliyor) kapatilmis bulundugu akil sagligi enstitiistinde, (yine
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onaylandigindan degil olmamis olmasi arzulanarak ifade ediliyor) sanrilarini yirminci yiizyil

matematikc¢ilerine birakip olmustur.

Nedir mutlak gorelilikler, usun sinirlarinin disinda olmasina karsin usda olarak
benimsenenler? Nokta ve dogru, birbiriyle tanimlanir. Nokta iki dogrunun kesistigi yer,
dogru noktalarin kiimesi olarak kabullenilir. Ancak, Zenon’un 6rneklerinin de gosterdigi
gibi, bir streklilik olarak dogru varsa nokta yoktur, nokta varsa dogru yoktur. Coziim,
yasanani/gozleneni mantiken olanaksiz oldugundan dolay: reddetmektense, her noktanin ve
anin bir buyukluginin bulundugunu kabul etmekten geger. Bu durumda, ne kadar kiigiik bir
zaman araligi alirsak alalim, anin bir uzunlugu vardir. Suikast¢inin attigi kursun her an
hareketlidir. Benzer bicimde ne kadar kucuk bir yer kaplarsa kaplasin tum noktalarin bir
hacmi vardir. Bu durumda dalgin dalgin ilerleyen arkadas: yakalamak mantiken imkanh
duruma gelecektir. 0.3333... ile 1+3 arasindaki iliski ussal olarak kavranamaz. Usda
bulunan bu bosluklar, ancak, yasantilarin ve gozlemlerin yorumlanmasiyla doldurulabilir.
Pratikte de yapilan budur. Sonsuz hi¢ bir zaman yasanamaz ya da gozlenemez, ve, ayni
zamanda, oranlanamadi@i i¢in ussal olarak da kavranamaz. Sonsuz hakkindaki her ussal
kavrayis sanisi gnostik olacaktir. Ayn sey sifir icinde gecerlidir. Kullanilabilir, rasyonel tum
sifirlar, aslinda baglangicin bilinmemesi ve endesk sorunuyla birlikte ele alinmalidir.

Ornegin 0°C, gayet rahatlikla pozitif bir sayiyla, 6rnegin 32°F ile gosterilebilir.

Mutlak gorelilikler, usun sinirlarinin disinda olmasina karsin usda olarak benimsenenler
elenirse, mantigin yetersizligi (gereksizligi degil, yetersizligi) ortaya ¢ikacaktir. Sadece
araliklar butunluk olarak algilayip dusunebiliyorsak ve araliklar sureklilikse, geliski
kacinilmaz olacaktir. Ancak bu cgeliski ne usdadir, ne de dogada. Us kesiklidir ve mantik
kurallar iginde tutarh olmalidir. Doga streklidir ve doga kurallar: iginde tutarh oldugu
dusunulebilir. Celiski bu ikisi arasindaki belirleme ve kavrama iliskilerinde ortaya ¢ikar ve
bu celiskinin ortadan kaldirilmasi olanaksizdir, ancak diyalektik, ¢eliskinin i¢sellestirilerek
asilmasini saglar. Matematikte bunun yansimasi, temellendirmenin buytukliksiiz
noktalarla/anlarla degil, araliklarla yapilmasinin gerektiginin ve her bilimin salt mantiga

dayandirildiginda ortaya ¢ikan yetersizliginin ampirik ¢alismalarla asildiginin ve
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matematigin de bir istisna olmadiginin farkina varilmasi biciminde tezahiir eder. Buna,
ornegin, olmak-olusmak farklihgi géz oniine alinarak bashktaki sorunun “Kok iki Olustu Mu?

Olusacak M1?” biciminde degistirilmesiyle baslanabilir.

Son olarak, bu satirlarin yazari, konuyla dogrudan iligkili gozitkmemekle birlikte bilim
tarihinde yeri bulunan iki kisilije deginmeden edemiyor. Ilki, gnosisin, bilerek ya da
bilmeyerek, matematige islenmesinin hararetli savunucusu olan Bertrand Russel’in kendini
“agnostigim,” diye tanitmasi ve berrak bir “bilim”-"metafizik” ayrimi yaptigini ileri strip,
yavuz hirsiz ev sahibini bastirir misali, “metafizik”e savas agcmasi gozden kagmamalidir.
ikinci olarak, bircok badireden sonra Nobel 6diilii almis ve, yirmibirinci ylizyil toplumsal ve
beseri bilimlerindeki gelismelerin onciilerinden olacag: diisiiniilebilecek olan Nash’in yasam
oykistiniin, cagdas matematige gnosisin sokulmasinin bir anlamda 6ncisi olmus Cantor’un

yasam oykusuyle benzerlikleri dikkat ¢ekicidir.
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