Sayi, sonsuz ve oran

Ogrendigimiz haliyle sayilarin kavramlastiriimas: sorunludur.

1, 2, 3, ... diye 1’den baslayip tek tek artarak giden sayilara “sayma sayilar” dendigini

ogrendik. Ben yalnizca bunlara “say1” diyorum. Sayilarin kiimesi, genellikle N ile gosterilir.
N={1,2,3, ..}

Diyelim ki i bir say1 ve A, i‘den baslayan sayilarin kiimesi olsun. Bu durumda A, dogrudan N
olur ve N'den farkl ilk A, de A, olur.

A={2,3,4, ..}

N'nin ve A,'nin ka¢ elemani var diye saymaya kalksak saymanin sonu gelmez, bu bakimdan

her ikisi i¢in de eleman sayisinin sonsuz oldugunu soyleriz.

Kumelerin eleman sayisini s(.) fonksiyonuyla gosterirsek s(N) de s(4,) de sonsuzdur. Nasil tek
bir say1 yoksa ve 1, 2, 3, ... gibi farkh farkl sayilar varsa sonsuz da tek degildir ve s(A,), s(A,),
S(A,), ... gibi farkh farkli sonsuzlar dustiniilebilir. Nasil 1 ve 2’nin her ikisi de say1 oldugu igin
“1 = 2” diyemiyorsak ikisi de sonsuz oldugu igin “s(N) = s(A,)” diyemeyiz. Bize bunun tam
tersi ogretildi. Halbuki, A, ve {1} kiimelerinin kesisimi bos kiime ve birlesimi N oldugu i¢in,
ciplak gozle de goriilebilecegi gibi s(A,) = s(N) - 1. Daha genel olarak higbir geliskiye

dismeden sunu diyebiliriz.
Celiskisiz: s(A) = s(N) -1+ 1

Dedigim gibi bize o6gretilen bundan farklidir. Diyelim ki i N kiimesinin bir elemaniyken j, i‘ye

esit ya da daha buyuk bir sayidir ve g,;, A, kimesinin j. elemanidir. Bu durumda q, ;=j+i

J’
kullanilarak A, kiimesinin elemanlar 1, 2, 3 diye endekslenebilir. O halde A, kimesindeki her
elemana karsilik N kimesinde bir eleman vardir.

Celisik: s(A,) = s(N)
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Celiskiyi gormek i¢in N,'yi j'ye kadar olan sayilarin kiimesi olarak tanimlayalim; bu, en
buyuk elemani g,;'nin endeksi olan sayilarin kuimesidir ve g,;'nin endeks kuimesi diyebiliriz.

Acikca goruldugu uzere g;;, N; kiimesinin eleman: degildir. A, kimesinin elemanlari, kendi

i
endeks kumelerinde yer almaz. O halde N, A, kimesindeki tum elemanlarin endeks
kiimesiyse A,'nin elemanlarinin en az bir tanesi N‘de yer almaz. Halbuki N‘de yer almayan
ama A,‘de yer alan hig bir eleman yoktur. Bir kimenin elemanlarinin en az bir tanesi baska
belirli bir kimede yer almazken timiiniin o baska belirli kimede yer almasi ¢eliskidir. Bu
endeksleme yontemi, ancak sayilar kimesinin bir alt kumesi, sayilar kimesinin otesine,

celisik bicimde sonsuzdan sonra 1 tasirilarak sanki gecerlilik kazanir.

Bir yandan sonsuzun bir say1 oldugunu zimni olarak benimsemek c¢elisik diisinmeye yol
aciyor. Diger yandan sonsuzun bir say1 olmadigi, sayilar gibi davranan farklh farkl
sonsuzlarin oldugunu benimsemek tutarsizliga diismeden sonsuzu kavramamizi sagliyor.
Celiskisiz yoldan gidersek her biri sonsuz olan s(A,)‘lerin de N kiimesinin elemani oldugunu

fark ederiz. N kuimesini c¢eliskiye dusmeden bir de boyle dusunebiliriz.
N={s(A,), s(A,), s(A;), ...}

N kiimesi bu bigcimde kavrandiginda geriye bir sorun kaliyor.
N={1,2,3, ..., 5(A;), s(A,), s(A))}

Sayilardan, yani 1, 2, 3, ..."dan sonsuzlara yani ..., S(A4;), s(A,), s(A,)'e nasil gecilir. Bu sorunu
ussal olarak ¢ozebilmemiz olanakli gozukmuyor ama ussal olarak yani bir tutarlilik olarak
anlayamazken bu konuda tutarsizliga diismeden diger seylerle iliskilerini geliskisiz yoldan
ussal olarak kavrayabiliyoruz. Yani sonsuzun ussal ¢ozumlemesi olmasa da ussal kavranisi

mumkundur.

Hic karsilasmayacagimiz seyleri disiinebiliriz. Karsilastiklarimizla disiindiikklerimizin
baglantisina bu yazida hi¢ girmemeye gayret edip yalnizca diisindiiklerimizin kendi i¢

baglantilarina yogunlassam da zimni olarak karsilasabileceklerimizle kendimi sinirlamaya da
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gayret ediyorum. Karsilasabilecegimiz nicellikler, sayilarla sinirli degildir. 3 arabadan so6z
edebildigimiz gibi yarim litre stitten de s6z edebiliyoruz. “3 araba” ifadesindeki 3 sayiyken

“yarim litre siit” ifadesindeki yarim, orandir.

Oranlarla ilgili 6nermeleri, 0 ile 1 araliginda anlayabiliriz. Buradan elde edilen sonuglar ile 1
ile 2, 2 ile 3 aralig1 anlasilabilir ve bu tiim oranlar1 anlamamizi saglayacak bigimde

genisletilebilir.

Sifir1, sayilamadig igin say1 olarak almadim dolayisiyla sayilarin orani da sifir olmaz. 0 ile 1
araligindaki oranlar, 0’1 kapsamaz, 1’i kapsar. Once [J=1/s(N) biciminde bir oran

tamimlandiktan sonra oranlar kiimesi, Q, bu oran kullanilarak tanimlanabilir.
Q={|:|l 2|:|l 3|:|/ ey S(AS)D/ S(AZ)I:I/ S(AI)D}

Bu bicimde kavranan oranlar kumesinin elemanlari J'u, yani ussal olarak
¢oziimlenemeyecek ama cgeligkiye diismeden kavranabilecek bir bileseni icerir. Bildigimiz
oranlar1 nasil kapsadigini anlayabilmek i¢in yarima bakalim. N, alt kimelerinin eleman
sayllarinin timiinii kapsadigina gore cift sayilar kiimesinin, C‘nin eleman sayisini da kapsar

ve s(N)=2s(C). Bundan dolay1, 1/2=s(C)/s(N)=s(C)[ olur ki yarim Q‘nun bir elemanidir.

Q‘nun bir elemani olmayan, karsilastigimiz baska nicelikler var midir? Birakin bir seylere
karsilik gelip gelmemeyi daha Qnun elemanlar arasinda islemler yaparken Q‘nun eleman:

olmayan ikinin kare koku gibi nicelikler beliriyor. (Bknz. Platon’un Menon diyalogu)

ikinin kare kokii, bir oransa iki saymin oramdir. S6z konusu oranin sadelestirildigi
dusunulirse bu iki sayidan en ¢ok biri, ¢ift olabilir. Oranlarinin karesi iki olan sayilara, x ve
y diyelim; o halde x*/y’=2 olur ve x ve y’den en fazla biri ¢ift sayidir. Tanim

geregi x’=2y’ oldugundan x cifttir ve y tek olmalidir. Ama x ¢iftse x=2z esitligini saglayacak
bir z sayis1 vardir ki bu 42°=2y° demektir. Sadelestirdigimizde y’=22" olur, yani y de ¢ifttir.
Tkinin kare kokii bir oransa hem x ve y‘den en fazla biri ¢ift olur hem de x ve y‘den her ikisi

de cifttir ki bu bir ¢eliskidir; o halde ikinin kare kokune, celiskiye dusmeden oran diyemeyiz.
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Oranlar kiimesinin elemanlarinin bir sonsuzla, yani s(N)‘le baglantili, ussal olarak
¢oziimlenemeyecek bir bileseni, yani [] oldugundan oranlar kiimesi onu kuran akla once bir
siireklilik olarak gorilebilir. Daha dikkatli bakildiginda elemanlarinin birbirlerinden ayrik
oldugu gorilir. Tanimlamis oldugumuz [‘dan daha kiigik bir nicelik olabilir, [‘la

2[] arasinda da bir nicelik olabilir, ...

Oranlar kumesinin elemanlar1 arasindaki bosluklari #s[]u kullanarak doldurabiliriz. Ancak
sonsuzluk kullanilarak tanimladigimiz [‘un her yeni kullanim biciminde dikkatli olmaliyiz.
Yoksa sonsuzun ¢elisik gliya kavranisinda oldugu gibi belli bir sonsuzun 6tesine tasmayi o
sonsuzun i¢inde kalma sanabiliriz. Boyle dikkatli olursak anlariz ki 5[] bir oran degildir
cunku 1/(2s(N))‘e esittir ve tanimlamasi bir sonsuz olan s(N)‘den kendisine esit bir sonsuz
kadar tasilmasini gerektirir yani 4[] iki sayinin orani degildir, bir sayiyla sayilarin 6tesinde
bir niceligin oranlanmasiyla belirir. %[‘nin bir oran olmadig: akilda tutularak yeni tir bir

nicelikler kimesi tanimlayabiliriz.
R={%[, [, 1720, 200, 2%, 30, 3%20, ...}

Cagdas matematikteki reel ¢ozimlemede reel sayilar kiimesi olarak tanimlanan kiime buna
ozdestir. Peki ikinin kare koku bu kumenin elemani1 midir? Bunun hi¢ bir guvencesi yoktur.

Bu kume surekli bir kime midir? Acikca hayir.

Oranlarin otesinde niceliklerin dusuniilebilecek tek kiimesi reel sayilar kimesi denilen kiime
degildir. Ornegin oranlar kiimesinde [J'dan 6nceki boslugu tek bir nicelikle degil, sayilar
kiimesinin tum elemanlarina karsilik gelecek bir ¢coklukla doldurabiliriz. Bu durumda [J‘a
kadar {[f, 2[f’, 3[, ...} kiimesindeki elemanlarin timi bulunur. Bu da ayrikliklar1 tamamen
gidermez bu sefer de [*‘ye kadar {[*, 200", 30", ...} kiimesindeki elemanlarla doldurabilecek bir
sureksizlik belirir. R'nin otesine gecip Q‘daki bosluklar ne kadar doldurursak dolduralim,
ayrikliklardan kurtulup siireklilige varamayiz. ikinin kare kokii gibi oran olmayan ama

oranlarin islemlerinde ortaya ¢ikan nicelikleri cozumsel olarak bulamayiz.

Siireklilik, araliklarla diisiiniilebilir. Ornegin oran olarak 1’i 0 ile 1 arasindaki aralik olarak
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diisiiniiriiz. Araliklar, daha kiiciik araliklardan olusur. Ornegin oran olarak 1’e karsilik gelen
aralikta birer aralik olarak [] ve katlar1 vardir. Oranlar kimesini, en kucuk aralik olarak J‘u
nokta diye alarak kavrariz. Ancak ] da bir araliktir ve kendileri de birer aralik olan [ ve

katlarindan olusur. Bu sefer [I*‘yi nokta diye alsak bile siireklilige ulasmis olmayiz.

Strekliligin ussal bir ¢6ziimlemesi miimkiin olmaz. Streklilikleri, miikemmel ¢oziimlemesini
yapamasak da araliklara bolup araliklara nokta muamelesi yaparak kavrayabiliyoruz.
Araliklar, nokta olmadigi igin siirprizlerle karsilasabiliyoruz. Siirprizleri strpriz olmaktan

cikaracak daha derin bir kavrayisla, ussal anlayisimizi gelistiriyoruz.

Burada sundugum sonsuz kavrayisi, elemanlarinin ya da parcalarinin iligkilerinden yola
cikarak ussal bir ¢ozimlemesi miimkiin olmasa bile bir seyi diger seylerle iliskisinde
celiskiye dismeden kavrayabilecegimizi gosteriyor. Bu genelde bilimlerin imkanina da
karsilik gelir. Yani bir kimyaci, atom altinda neler olduguna bakmaksizin atomlar: ve
molekilleri ussal olarak kavrayabilir. Bu kavrayis tamamlanmis ve kesin degildir; 6rnegin
atom alt1 arastirmalarla, daha giivenilir bir kavrayis gelistirilebilir. Oyle bile olsa bu yeni
kavrayis da tamamlanmis ve kesin olmayacaktir. Bu kusku hali bilimler acisindan sorun

teskil etmez; tam tersine bilimlerin stirekli bilimsel gelismeyi garantileyen 6zelligidir.

Bu yazida matematigi gozleme bas vurmadan salt akil yluritmeler olarak kullandim. Bu,
bilimselligin ussalligini karsilasa bile, karsilastiklarimizi tahminde bulunabilecek, gozlemle
sinanabilecek bicimde anlama kosuluna uymuyor. Bu anlamda karsilastiklarimizdan
bagimsiz salt kurgudur. Bu tur kurgularin, ussalliklar elbette bilimsellik bakimindan
gereklidir ancak yeterli degildir. Bu kurgularin bilimselligini karsilastiklarimiza

uygulanabilirligi saglar.

Streklilik sorunu, matematigin bilimsel disiinceye temel teskil edecek bigimde
karsilastiklarimiza uygulanabilir anlaminda bilimsel olmasinin otesinde karsilastiklarimizla

sinanmayi gerektirmesi bakimindan bilim olmasinin gerektigini gosteriyor.

Tek bir insanin distinmesi soz konusuysa matematik bilimsel diisinmeyi saglayan zihinsel
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bir kurgudur. Tek tek insanlar, farkli farkli kurgulara sahip olabilir. Bu kurgulardan,
karsilastiklarimiza uygun olmayanlar zamanla elenir ve uygun olanlar yayginlasir. Tek tek
insanlarda sapmalar olsa da toplumsal olarak kalici olanlar, bilimi olusturur. Matematigin

bilimligi toplumsal ¢ozimlemeyle anlagilir.

Reel ¢oziimleme basta olmak lizere, matematigin cagdas kuraminda ne gelisik gliya
kavrayislara, ne de reel sayilar denilen sayilar1 dayanak yapmaya gerek vardir. Zaten bu
sorunlarla universitelerde o0zellikle matematik tizerine ¢alisanlar disinda neredeyse kimse
kars1 karsiya gelmez. Matematigin bilimligi, uygulamayla baglantili konularda bu tir
sorunlarin elenmesini saglar. Yine de unutmamak gerekir ki karsilastiklarimizdan bagini
koparip salt kurgusal ussal dusunme hos gorulmeseydi hatta hosgoruyle kalinmayip

desteklenmeseydi bilimin bir ka¢ yuzyildir suren akil almaz hizda gelisimi de olmazdi.
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